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CAPITULO 1

CALCULO DIFERENCIAL

1.1. Introduccion

Newton y Leibniz, independientemente uno del otro, fueron los primeros en dar las
ideas basicas del calculo integral. Luego su mayor logro fue fundir en uno el calculo
integral y el célculo diferencial.

La idea central del calculo diferencial es la nocion de derivada. Esto fue originado
por un problema de geometria: el problema de hallar la tangente en un punto de una
curva.

Segun Fermat: en cada uno de los puntos de una curva, ella tiene una direccion
definida que puede ser dada por la tangente. El observd que en aquellos puntos en
que la curva tiene un maximo o un minimo, la tangente ha de ser horizontal. Por lo
tanto, el problema de localizar estos valores se reduce al de la localizacion de las
tangentes horizontales. Esto conduce a la cuestion mas general de la determinacion
de la direccion de la tangente.

Al principio se introdujo el concepto de derivada para el estudio del problema de la
tangente, pero se vio que también proporcionaba un instrumento para el calculo de

velocidades y, en general, para el estudio de la variacién de una funcion.

Problema relativo a la velocidad

Sea un proyectil lanzado desde el suelo a una vy = 45 m/s, f(t) la altura en m, que
alcanza el proyectil t segundos después. A causa de la gravedad, el proyectil va
retardandose hasta llegar a 0 y desde ese momento cae al suelo.

f(t)= 45t - 5¢

La expresion estd dada por experiencia fisica y el segundo elemento del miembro de
la derecha es debido a la gravedad.

f(t) = 0 cuando t = 0, t = 9, es decir, el proyectil regresa a tierra después de 9
segundos, o sea que la formula es valida en un intervalo asi: 0<t<9

El problema a solucionar es el siguiente: determinar la velocidad del proyectil en
cada instante de su movimiento. Para esto introducimos el concepto de velocidad
media durante un intervalo de tiempo, o sea, desde el instante t hasta el t + h,
definiéndola como cociente:

S G+h)-f()
h

siempre que sea en el intervalo [0, 9], h puede ser positivo o negativo, pero no cero.
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Parat=2 fijo —» f(2) =45.2 - 5(2)* =70
Parat=2+h — f(2 + h) =45(2 + h) - 5(2 + h)?>=70 + 25h -5h?

Por lo tanto la velocidad media en el intervalo comprendido entre
t=2yt=2+hes:

fQ+h)-fQ2) 70 + 25h — 5h” =70

h h

=25-5h

Si h— 0, entonces
v —> 25

Los mismos célculos se pueden efectuar para cualquier otro instante:

[l = f@)
h

4506+ h) = 5(t + )% — (45¢ — 5¢°)
h
= 45-10¢ — 5h

Si h— 0, entonces la funcion tiende a 45 -10t, que define la velocidad instantanea en
el momento t, es decir: v =45 - 10t

El proceso por el cual se obtiene v(t) a partir del cociente incremental se denomina
"hallar el limite cuando h tiende a cero", y se expresa asi:

Ja+h -1

t) = lim
V) h—0 h
1.2. Derivada de una funcion

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a, b) del eje x. Se elige un punto
x en dicho intervalo y se forma el cociente de diferencias

J(x+h) - f(x)
h
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Donde: h puede ser positivo o negativo, pero no cero, (x + h) pertenezca a (a, b)

El numerador de este cociente mide la variacion de la funcidon cuando x varia de x a
x + h.

El cociente representa la variacién media de f en el intervalo que une x a x + h.

Después se hace h — 0 y se estudia lo que le ocurre a ese cociente. Si tiende hacia
un cierto valor como limite, entonces ese limite se denomina derivada de fen x y se
indica por la notacion f'(x).

Definicion: La derivada f'(x) esta definida por la igualdad:

)= i LGS
h—0 h

con tal que el limite exista.
En general el proceso del paso al limite por el que se obtiene f '(x) a partir de f(x)
abre un camino para obtener una nueva funcion f' a partir de una funcién dada f.

Este proceso se denomina derivacién, y f' es la primera derivada de f.

En el caso del movimiento rectilineo, la primera derivada de la velocidad (segunda
derivada del espacio) se llama aceleracion.

Siguiendo con el ejemplo anterior:

vt +h) —v() [45—10(fJr h]_ [45 _IOZ] _ 1o _ -10
h ) h b

Significa que la velocidad decrece a una razon de 10 m cada segundo.

Ejemplos de derivadas:

1.- Derivada de una funcion constante: f(x) = ¢ para todo real x

f(x+h)— f(x) _c-c
h o

=0

es decir: f'(c)=0
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2.- Derivada de una funcion lineal: f(x) = mx + b para todo real x, sih# 0

f(x+h)— f(x) B m(x + h)+ b — (mx + b) B mh

h h h
osea: f'(x)=m

=m

3.- Derivada de una funcion potencial de exponente entero positivo:
n
f(x)=x
donde: n es un entero positivo

n

SO —f) _ @+h)" —x
h h

como podemos apreciar es una diferencia de dos potencias n-ésimas.

En este caso se tiene que:

n—1 R
at —p" =(a—-b) 2 akbn 1=k
k=0

Se hace: a = x+h, b = x, después dividimos los dos miembros por h. Obtenemos:

x+m)" =x" x+h-x nilakbn_l_k

h o k=0

n—l1 1

= 2 (x+h)kxn =i
k=0

en la suma hay n términos.

Cuando h — 0, entonces:

(x + h)k - xk

El k-ésimo miembro, por lo tanto, tiende a:

k n-l1-k n—1
X x =X
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Es decir, la suma de los n términos tiende a:

n—1
nx

Es decir:

f'(x) = nxn_l

para todo x
4.- Derivada de la funcidn seno:

f(x) = sen x

sen(x + h) — senx

= /(%)

utilizamos la igualdad

y—Xx y+Xx
seny — senx = 2sen cos
2 2

y poniendo: y = x + h, recibimos:

h
sen| —
sen(x + h) — senx 2 h
= cos| x +—
h n 2
2
Considerando que:
( h j
sen| —
. 2
lim =1
h—0 &
2
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y, recibimos: ' (X) = cos X

h
lim cos| x+— | =cosx
h—0 ( 2)

h
lim cos| x +— | =cosx
h—0 ( 2)

5.- Derivada de la funcion coseno:

f( x) = cos x

cos(x + h) —cos x

= /(%)

Utilizamos la igualdad:

y—Xx y+Xx
COS y — COs x = 2sen sen
2 2

y, poniendo: y=x +h

h
sen| —
cos(x + h) — cos x 2 h
sen
h h
2
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y, recibimos: f' (x) = - sen x

h

lim sen| x + — | = —senx
h—0 2

6.- Derivada de la funcion raiz n-ésima:

1
f(x)=x"

para : x >0

1 1

(x+ )" —x"

= /(%)

Poniendo:

| 1

u=x+n",v=x"
entonces .

n n
u =x+hv =x

n n+h
reemplazando :u =v

despejando : h = u ="

Realizando los debidos reemplazos:

Si h — 0, entonces u — v, por lo tanto cada miembro del denominador tiende a
n-1

En total hay n términos

16
Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fir den personlichen Gebrauch.



